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机器人奇异形位分析及协调控制方法

刘成良, 　张　凯, 　曹其新, 　付　庄, 　殷跃红
(上海交通大学 机械与动力工程学院, 上海 200030)

摘　要: 把 6R 机器人奇异形位分为边界奇异、内部奇异、结构边界奇异和腕部奇异, 分析了这些奇

异形位的形成条件, 并对每一种奇异进行了计算机仿真. 在深入分析奇异边界构成的基础上, 给出

了内部奇异直观的计算机图形仿真结果, 克服了以往笼统而欠实用描述方法的不足. 通过分析J
- 1

(J 为 Jacob ian 矩阵)提出了采用协调控制法回避机械手奇异形位的理论及在线实时控制方法.
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A bs tra c t: T he singu larity and coo rdinate con tro l of robo t w ere studied. A m ethod of so lving the app rox i2
m ate velocity of jo in t by adding damped vecto r w as p ropo sed and a modif ied algo rithm w as p rovided based

on the w o rk of W amp ler. T he singu larit ies w ere divided in to the st ructu re boundary singu larity, boundary

singu larity, inner singu larity and w rist singu larity. T he compu ter graph ic sim u la t ion s w ere developed.

T he inner singu larity w as studied in deta il. T he m ethods of u sing coo rd inate con tro l to avo id the singu lari2
ty of robo t arm and real t im e con tro l w ere p resen ted.
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　　Jacob ian 矩阵 J 的计算是实现机器人控制的关

键, 机器手处于奇异形位时, J 失秩, 失去了一个或

几个自由度, 也就是说 J - 1不存在, 某些方向有限的

手部速度会要求一些关节速度很大, 并趋向无穷. 即

使 J
- 1存在, 但在奇异形位附近 J 也是病态条件矩

阵, 此时某些关节仍需要很大的关节速度, 致使系统

不安全. 解决这个问题的方法很多[1 ] , 如 Jacob ian 矩

阵的奇异值分解法 (Singu lar V alue D ecompo sit ion,

SVD ) 是解机器人逆运动学速度、加速度的重要工

具, 但存在实时性差、计算量大的问题;W amp ler [2 ]

提出在奇异点附近引入阻尼项的方法求得关节速度

的近似解; Chen 等[3 ]找到了在运动学奇异点附近比

最小平方阻尼方法更平滑更精确的预测控制算法;

Cheng 等[4 ]把机械手奇异分成臂部和腕部两部分,

并把奇异方向隔离出来单独进行处理, 提出了解决

逆运动学奇异的 S ICO P 方法; Grego ry 等[5 ]则导出

了 8 关节冗余度机器人回避奇异点的算法; Seng [6 ]

讨论了冗余度机械人奇异点可回避的算法问题及

M an ja 等[7 ]提出的改进 SVD 法等.

本文通过在奇异点附近引入阻尼项, 在

W amp ler [2 ]和朱向阳等[8 ]的基础上给出其修正的算

法. 对 6R 机器人奇异进行综合分析, 把奇异形位分

为结构边界奇异、边界奇异、内部奇异和腕部奇异 4

种情况, 并对每一情况给出了计算机仿真结果. 特别

是对 6R 机器人内部奇异, 进行了详细的研究分析,



给出直观的图形仿真结果, 解决了以往对此一直采

用笼统描述而欠实用的处理方法. 在分析 J
- 1的基

础上, 提出采用协调控制法回避机械手奇异形位的

理论及在线实时控制方法.

1　机器人结构及参数

采用RV 12L 6R 机器人进行有关问题的分析,

其结构如图 1 所示.

图 1　6R 机器人关节结构图

F ig. 1　Jo in t structu re of 6R robo t

　　RV 12L 的结构参数:

Η1∈[ - 165, 165 ], 　Η2∈[ - 75, 75 ]

Η3∈[ - 130, 130 ], 　Η4∈[ - 180, 180 ]

Η5∈[ - 105, 105 ], 　Η6∈[ - 180, 180 ]

a1= 0. 80 m , a2= 0. 70 m , a3= 0. 65 m

a6= 0. 26 m , d 4= 0. 65 m , d 6= 0. 26 m

其中: Ηi 为关节的转角范围 (°) , a i 为两个关节轴线

之间的距离; d i 为包含旋转关节的两个关节轴线之

间的距离.

2　Jacob ian 伪逆的算法分析

2. 1　Jacob ian 伪逆

机器人手爪位姿矢量 P E∈Rm 与关节位姿矢量

q∈Rn (n≥m )关系为

P E = Υ(q)

其中, Υ: Rn→Rm.

在 P
·

给定的情况下, 相应的关节速度为

q
õ

= J + (q) P
õ

其中, J
+ = J

T [J J
T ]- 1∈Rn×m 为 Jacob ian 矩阵的伪

逆, 当m = n 时 (非冗余度机器人)J
+ = J

- 1; 当m < n

(冗余度机器人)时 J
+ 为关节速度的最小范数解.

若 q i 为奇异位姿点时, rank　J < m , J J
T ∈Rm ×m

为奇异矩阵, J
+ 不存在.

2. 2　奇异点处理方法

在奇异点附近引入阻尼项[2 ]Κ2‖q
·

‖2, 通过求解

下式得 q
·

的近似解:

m in
q
õ

‖P
õ

- J q
õ
‖2 + Κ2‖q

õ
‖2　　Κ≥ 0

采用显式表示为

q
õ

= J T [J J T + ΚI ]- 1P
õ

2. 3　阻尼项 Κ的取值

若 det　J J T = 0 或 det　J = 0, 则 rank　J < m , 置 Κ
= Κ0 (通常由实验确定[2 ]).

若 det　J J
T

　≠0 或 det　J 　≠0, 是病态条件矩阵,

用下列方法计算:

Κ= Κ0 (1 - k 0öK ) 2

K = m ax{k 0, kJ }

kJ =
2

m

m ö2 ‖J ‖
m

F

det　J J T

其中: k 0 为给定的门限值; kJ 为 J 的条件数上界;

‖J ‖F为 J 的 F 范数; n 为自由度数; m 为末端操作

空间自由度数.

3　机器人奇异形位条件分析

以上讨论末端执行器速度的参考点选在腕部中

心, 实际应用时应是末端执行器中心点, 两者之间的

关系为

J E (Η) =

j 11 j 12 j 13 j 14 j 15 0

j 21 j 22 j 23 j 24 j 25 0

0 j 32 j 33 j 34 j 35 0

0 - s1 - s1 c1s23 j 45 j 46

0 c1 c1 s1s23 j 55 j 56

1 0 0 c23 s23s4 j 66

J w (Η) =

j 11 j 12 j 13 0 0 0

j 21 j 22 j 23 0 0 0

0 j 32 j 33 0 0 0

0 - s1 - s1 c1s23 j 45 j 46

0 c1 c1 s1s23 j 55 j 56

1 0 0 c23 s23s4 j 66

其中: c1= co s　Η1; s1= sin Η1; c23= co s (Η2+ Η3) ; s23=

sin (Η2+ Η3) ; 以此类推. J E与 J w之间的关系为

J E =

　　0 　　d 6Z Ek - d 6Z E j

I 3 - d 6Z Ek 　 0 d 6Z E i

d 6Z E j - d 6Z E i 　　0

03×3 　 I 3

J w =

　　　U 6×6J w (1)

式中, ZE= [Z E i　Z E j　Z Ek ]T.

由 det　U = 1 得

det　J w = det　J 11det　J 22 (2)

若式 (2) 右端之一为 0, 即 det　J 11 = 0 或det　J 22= 0,
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则 det　J w = 0, 可分别处理位置奇异和姿态奇异. 由

det　J 11 = 0 可给出前臂奇异即位置奇异的条件; 由

det　J 22= 0 可给出腕部奇异即姿态奇异的条件.

现以RV 12L 6R 机器人为例进行奇异分析.

J w =
J 11 03×3

J 21 J 22

J 11 =

- d 4s1c23 - a2s1c2 - d 4c1s23 - a2c1s2 - d 4s23c1

d 4c1c23 + a2c1c2 - d 4s1s23 - a2s1s2 - d 4s23s1

0 - d 4c23 - a2c2 - d 4c23

J 21 =

0 - s1 - s1

0 c1 c1

1 0 0

J 22 =

c1c23 c1s23s4 - s1c4 - c1c4s23s5 - s1s4s5 + c1c23c5

s1c23 s1s23s4 + c1c4 - s1c4s23s5 + c1s4s5 + s1c23c5

- s23 c23s4 - s23c5 - c23c4s5

det　J 11= - a2d 4s3 (d 4c23+ a2c2)

det　J 22= - s5

　　由 det　J 11= 0 得

　　　sing1 = {Η∈ R6ûa2d 4s3 = 0} (3)

即 Η3 = 0°

　　　sing2 = {Η∈ R6ûd 4c23 + a2c2 = 0} (4)

式中: sing1 为边界奇异; sing2 为内部奇异.

考虑工具有一定的长度, 关节 5 的转动范围受

结构的限制, 尽管 det　J ≠0, 关节却达不到此位置,

故将 Η5= Ηm in和 Η5= Ηm ax称作结构边界奇异.

由 det　J 22= 0 给出腕部奇异条件:

sing3 = {Η∈ R6ûs5 = 0} (5)

即 Η5= 0°

4　机器人奇异综合分析

根据上述分析, 6R 机器人奇异形位大体上分为

边界奇异、内部奇异和腕部奇异 3 种情况, 即

sing = {sing1 ∪ sing2 ∪ sing3} (6)

　　除此之外, 还有一类是由关节限制范围产生的

奇异, 此时尽管 det　J ≠0, 但关节达不到此位置, 称

为结构边界奇异.

4. 1　结构边界奇异

结构边界奇异发生的条件为

sing4 = {Η∈ R6ûΗi = Ηi,m in ∪ Ηi,m ax} (7)

式中, Ηi,m in、Ηi,m ax分别为第 i 个关节的上下界, 即最

大最小角度值. 则式 (6)变成

sing = {sing1 ∪ sing2 ∪ sing3 ∪ sing4} (8)

　　以 RV 12L 为例, 从三维空间上给出具体的描

述. RV 12L有 6 个关节, 因关节 4、6 可以在 360°范围

内转动无结构限制, 所以共有 8 种结构边界奇异, 具

体的三维描述为

Η1∈[ - 165°, 165°], 　Η2∈[ - 75°, 75°]

Η3∈[ - 130°, 130°], 　Η5∈[ - 75°, 75°]

4. 2　边界奇异

边界奇异分析有助于机器人工作空间的确定,

保证机器人能够到达工作空间的任意焊接点. 在进

行边界奇异分析时, 须先确定机械手整个奇异边界.

4. 2. 1　奇异边界的构成　奇异边界是由 L 1、L 2、

L 3、L 4、L ′4、L ′3、L ′2、L ′1组成的封闭曲线, 其形成条件

分别为

L 1: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {0, ×, 0, ×, 0, ×}

L 2: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {0, 75°, ×, ×, 0, ×}

L 3: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {0, 75°, 130°, ×, ×, ×}

L 4: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {0, ×, 130°, 0, 105°, ×}

L ′1= L 1

L ′2: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {0, - 75°, ×, ×, 0, ×}

L ′3: 　{Η1, Η2 , Η3, Η4, Η5, Η6}=

{0, - 75°, - 130°, ×, ×, ×}

L ′4: 　{Η1, Η2 , Η3, Η4, Η5, Η6}=

{0, ×, - 130°, ×, - 105°, ×}

其中, ×代表任意角度, 即 Ηi∈[Ηi,m in , Ηi,m ax ].

上述曲线形成的奇异边界如图 2 所示.

图 2　奇异边界构成

F ig. 2　Compo sit ion of singu lar boundary

4. 2. 2　奇异曲面的构成　RV 12L 机器人的奇异边

界曲面由 S1、S2、S3、S4 组成, 其形成条件为

S1: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {×, ×, 0, ×, 0, ×}

S2: 　{Η1, Η2, Η3, Η4, Η5, Η6}= {×, ±75°, ×, ×, 0, ×}

S3: 　{Η1, Η2 , Η3, Η4, Η5, Η6}=

{×, ±75°, ±130°, ×, ×, ×}

S4: 　{Η1, Η2 , Η3, Η4, Η5, Η6}=

{×, ×, ±130°, 0, ±105°, ×}

　　上述奇异边界曲面如图 3 所示, 将它们相加, 即

可确定RV 12L 机器人的工作空间, 如图 4 所示.

4. 3　内部奇异

由以上分析可知, 当满足式 (4)时, 属于内部奇
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图 3　奇异边界曲面

F ig. 3　Surface of singu lar boundary

图 4　工作空间

F ig. 4　W o rk ing space

异问题. 进行内部奇异分析, 是为了确定内部奇异

点, 即需要找到满足下式的 Η2 和 Η3:

d 4co s (Η2 + Η3) + a2co s Η2 = 0

满足上式的 Η2 和 Η3 如图 5 (a) 所示, 曲线上各点均

为内部奇异点. 从图可见, 当 d 4≠a2 时, Η2 和 Η3 为非

线性关系. 当 d 4= a2 时, 上式变为

co s (Η2 + Η3) + co s Η2 = 0

满足上式的 Η2 和 Η3 如图 5 (b) 所示, 此时 Η2 和 Η3 之

间满足:

Η3=
- 2Η2- 180°　　Η2< 0

- 2Η2+ 180°　　Η2> 0

5　以协调控制法回避机械手奇异形位

　　机器手处于奇异形位时, 即 J 失秩, 失去了一

个或几个自由度, 某些方向的有限的手部速度会要

求一些关节速度很大并趋向无穷. 这里采用协调控

制法来回避奇异形位. 设想在不改变手部位姿的条

件下, 调整机器人的形位, 使ûJ (Η) û≠0, 也就是当关

图 5　Η2- Η3 曲线

F ig. 5　D ependence of Η2 versus Η3

节接近奇异形位时, 采取某一补偿措施回避奇异形

位点.

5. 1　关节角速度分析

对 RV 12L 6R 机器人, 手部的位置由前 3 个关

节位置 Η1、Η2 和 Η3 决定, 姿态取决于全部关节变量.

同样, 手部线速度取决于前 3 个关节角速度 Η
·

1、Η
·

2

和 Η
·

3, 而角速度与全部关节角速度有关. 令:

　　Η
·

u= [Η
·

1　Η
·

2　Η
·

3 ]T , 　Η
·

l= [Η
·

4　Η
·

5　Η
·

6 ]T

则有 Ξ= J 21Η
·

u+ J 22Η
·

l

在不考虑 Η1、Η2 和 Η3 的影响下, 由上式得

Η
·

4= co s Η6
Ξx

sin Η5
- sin Η6

Ξy

sin Η5
(9)

Η
·

5= Ξx sin Η6- Ξy co s Η6 (10)

Η
·

6= Η
·

4 co s Η5- Ξz (11)

由式 (9) 和 (11) 可知, 当 Η5→0 时, 有限的 Ξ 要求

Η
·

4→∞, Η
·

6→∞, 此时计算机溢出. 常用处理办法: 设

置奇异临界区使 Η5> Α(Α为预先设定的临界值). 当

Η5< Α时用 Αsgn (sin Η5)代替 sin Η5. Α取值既不能过

大, 也不能过小. Α过大, 运动偏差大; Α过小, 手部关
节会产生高频振动.

当 Η5= 0°或 180°时, 手腕处于奇异形位: Η5 = 0°
时, 关节 4 的轴线与关节 6 的轴线共线; Η5= 180°时,

关节 4 的轴线与关节 6 的轴线重合, 但结构限制关

节达不到此位置. RV 12L 机器人的手臂变换矩阵为
0
6T= 0

1T (Η1) 1
2T (Η2) 2

3T (Η3) 3
4T (Η4) 4

5T (Η5) 5
6T (Η6)

3
6T= 3

4T (Η4) 4
5T (Η5) 5

6T (Η6) =

c4c5c6- s4s6 - c4c5s6- s4s6 - c4s5 0

s5s6 - s5s6 c6 d 4

- s4c5c6- c4c6 s4c5s6- c4c6 s4s5 0

0 0 0 1

=

co s (Η4+ Η6) - sin (Η4+ Η6) 0 0

0 0 co s Η6 d 4

sin (Η4+ Η6) co s (Η4+ Η6) 0 0

0 0 0 1

(12)
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　　由上式可见, 末端手部姿态只与 (Η4+ Η6) 有关.

因此在保持 (Η4+ Η6) 不变的情况下, 让 Η4 和 Η6 按相

反的方向转一定的角度. Η4 转动, 关节 5 的轴线方向

就随着变化, 这样就使得ûJ (Η) û≠0, 从而避开了奇

异形位.

5. 2　协调角的确定

这里讨论 Η4 和 Η6 到底要转动多大角度才能消

除运动失真. 由式 (9)得

Η
õ

4 sin Η5 = Ξx co s Η6 - Ξy sin Η6 (13)

转动 Η4 使转关节 5 的轴线 z 5 转到与 Ξ 在 x 6Oy 6 平

面内的投影 Ξx y 相同或相反的方向, 如图 6 所示, 则

有:

Ξx öΞy = sin Η6öco s Η6 (14)

Η4 使关节 5 的轴线旋转的角度称作协调角, 控制过

程中要计算出这个角度.

图 6　协调角的确定

F ig. 6　D eterm ination of coo rdinate angle

　　当 z 5 与 Ξx y同向时:

Ξx = Ξx y sin Η6, 　　Ξy = Ξx y co s Η6

由式 ( 13) 知: Η
·

5 = Ξ. 假设 Η
·

4 = 0, 由式 ( 14) 得:

Η
·

6= Ξx y.

5. 3　协调控制方法[9 ]

实时控制过程中, 当ûΗ5û≤Α时, 说明机器人已

接近奇异形位, 这时需要停止原来的分解速度控制

方式, 进入协调控制. 计算 z 4 与轴 Ξx y的夹角 Χ, 让关

节 4 绕 z 4 以最大安全速度转过 Χ角, 同时让关节 6

绕 z 6 以相反的方向及最大安全速度转过 Χ角. 转过

Χ角之后, 以 Η
·

4 = 0, Η
·

5 = Ξ, Η
·

6 = Ξx y 的速度旋转. 计

算 Η5, 当ûΗ5û≥Α时, 进入正常分解速度控制.

　　需要指出, 协调运动前后关节速度会出现不连

续现象, 可以通过算法上的线性过渡来加以消除, 但

协调运动前后的位移是连续的.
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