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控制器改进算法及其收敛性分析
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摘　要: 针对传统小脑模型节点控制器 (CM A C) 算法中的学习干扰现象, 给出了一种基于信任度

分配的CM A C 改进算法 (CA 2CM A C). 该算法将每个存储单元被激活次数的倒数作为该单元的信

任度, 误差的分配与该单元的信任度成正比. 然后提出了信任度矩阵和信任度关联矩阵的概念, 并

根据线性方程组迭代理论, 证明了改进算法在增量学习时的收敛性, 给出了收敛条件并进行了验

证. 通过二自由度平面机器人臂逆动力学求解的仿真, 比较了CA 2CM A C 与传统CM A C 的性能,

结果表明, CA 2CM A C 具有更快的收敛速度.
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　　小脑模型节点控制器 (CM A C)由于具有局域泛

化能力强、学习速度快、易于软硬件实现等优点, 因

此在信号处理、非线性函数逼近、机器人控制等领域

得到了广泛的应用. 最初的 CM A C 算法是由



A lbu s[1 ]提出的, 以后则不断得到改进. 根据训练样

本选择方式的不同, CM A C 的学习方式可分为两

种: 一是循环学习, 训练样本被重复训练多次以减小

学习误差; 二是随机学习, 训练样本通过随机的方式

进行选取, 这种方法的收敛速度相对较慢[2 ]. 无论是

循环学习还是随机学习, 都存在“学习干扰”问题, 即

后续样本的学习会破坏以前样本的学习结果. 这种

现象是由保证CM A C 局部泛化能力的映射机理导

致的, 因而不能完全消除. T homp son [3 ]提出了一种

“邻近有序”训练方法, Sayil 等[4 ]提出了将“邻近有

序”与“最大误差”相结合的方法来减小学习干扰. 但

是“邻近有序”方法中要求后续训练样本落在以前训

练样本的泛化域之外, 对于学习函数未知的情况, 这

种方法是不适用的, 因此在实际应用时有很大的局

限性.

减小学习干扰、保证CM A C 的局部泛化能力是

开发 CM A C 算法的关键. Su 等[5 ]将信任度分配引

入 CM A C 算法 (CA 2CM A C) , 提出根据每个存储单

元被激活的次数来确定该单元的信任度, 然后根据

信任度来分配误差, 但并未对CA 2CM A C 算法进行

理论上的分析. 在此基础上, 本文给出了CA 2CM A C

的一般表达式, 并且提出了信任度矩阵、信任度关联矩

阵的概念, 从而在理论上证明了CA 2CM A C 的收敛

性, 求出了CA 2CM A C 在增量学习时的收敛条件.

1　CA -CM AC 算法

CM A C 包含两个基本的映射过程, 即 X →A →

P. 其中: X 为一个M 维输入空间; A 为一个N 维关

联矢量, 当中包含 g 个非零单元, g 是泛化参数,W

为与A 相对应的权矢量; P 为输出空间. 第 1 个映射

将输入空间中的点X k映射到关联矢量A k. A k中的元

素定义为

ak , j =
1　第 j 个单元被第 k 个样本激活

0　其他
(1)

A k 实际上可以看作是存储单元的地址指针, 在这些

单元中存储着相应的权值. 如果实际需要的存储空

间非常大, 可以先将 X k映射到一个虚拟存储空间,

然后采用杂凑编码的方式映射到实际的物理存储空

间. 为了分析方便, 本文没有考虑杂凑编码的情况.

第 2 个映射通过计算所激活的存储单元中权值的总

和, 得到网络的输出

Y r, k = A T
kW = 6

N

j= 1
ak , jw j (2)

式中: Y r, k为第 k 个样本的实际输出; w j 为权矢量W

中第 j 个元素.

权值的迭代公式为

　　　w j ( t + 1) = w j ( t) +

Βak , j

g
Y d, k - 6

N

j = 1
ak , jw j ( t) (3)

式中: Β为学习速率; Y d, k为第 k 个样本的期望输出;

t 为循环次数. .

由式 (3)可以看出, 样本误差被平均分配到所激

活的存储单元对应的权上. 这种分配方法没有考虑

经过学习之后, 已经在模型中存有的重要信息. 事实

上, 当第 t 次循环样本 (X k , Y d, k )被输入网络时, 并不

是每个存储单元都有相同的学习历史, 因此其可信

度 (或信任度) 就不一样. 基于信任度分配的观点,

Su 等[5 ]将传统的误差修正过程进行了改进, 采用每

个存储单元被激活次数的倒数作为其信任度, 误差

的分配与其信任度成正比. 在此基础上, 本文给出

CA 2CM A C 权值迭代算法的更一般的表达方式:

　w j ( t+ 1) = w j ( t) +

　　Βak , j
1

f ( j ) 6
l

1
f k ( l)

Y d, k - 6
N

j= 1
ak , jw j (4)

式中: f ( j ) 为第 j 个存储单元被激活的次数; f k ( l)

为第 k 个样本所激活的 g 个存储单元被激活的次

数. 存储单元被激活的次数越多, 意味着与它相关的

多个样本已被学习, 它所存储的权值也就越精确, 因

此分给它的误差应该少些, 从而对其他样本的学习

干扰就少一些, 但总的修正误差仍然等于样本的误

差. 该误差分配方式显然比平均分配更具合理性.

2　CA -CM AC 的收敛性

W ong 等[6 ]提出了CM A C 的另一种表述形式,

刘慧等[7 ]利用这种形式分析了CM A C 的收敛性. 本

文利用相似的方式, 对CA 2CM A C 算法在增量学习

时的收敛性进行分析.

假设训练样本为 (X i, Y d, i) ( i= 1, 2, ⋯, n ) , n 为

训练样本的数目. 当第 t 次循环、第 k 个样本被输入

网络时, 其误差为

∆( t)
k = Y d, k - A T

kW
( t)

令 g k = 6
l

1
f k ( l)

, 定义单位修正误差为
∆( t)

k

g k
. 根据式

(4) , 被第 k 个样本激活的存储单元中相应的权的修

正量为 1
f k ( l)

∆( t)
k

g k
. 这些修正必然会影响其他训练样

本的输出, 这时第 i 个样本的输出为

A T
iW

( t) +
d ik ∆( t)

k

g k

其中: d ik = 6
l

1
f ik ( l)

; f ik ( l) 为同时被第 i 个样本和
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第 k 个样本激活的存储单元被激活的次数. 显然

d ik = d k i, d kk = 6
l

1
f k ( l)

= g k. 如果初始权值为 0, 经

过 t 次循环后, 第 k 个样本的累积单位误差为

∃′k = 6
t

∆( t)
k

g k

第 i 个样本的输出可以表示为

Y r, i = 6
n

k= 1
d ik ∃′k

如果CA 2CM A C 学习过程收敛, ∆( t)
k →0, ∃′k→常数,

则CA 2CM A C 的学习收敛过程相当于 ∃′k 的收敛过

程. 令D = [d ik ] ( i, k = 1, 2, ⋯, n) , ∃′= [ ∃′1, ∃′2, ⋯,

∃′n ]T , 采用矩阵表达方式, 收敛过程相当于求解线性

系统方程:

D ∃′= Y (5)

式中: Y= [ Y d, 1, Y d, 2, ⋯, Y d, n ]T. 令A = [A 1, A 2, ⋯,

A n ], 并定义矩阵

　F =

1öf (1) 0
1öf (2)

ω

0 1öf (N - 1)

1öf (N ) N ×N

F 为正的对角阵, 由于 F 的对角线元素对应存储单

元的信任度, 故称 F 为信任度矩阵; 矩阵D 为信任

度关联矩阵. 根据D 的定义, 可得

D = A T FA (6)

　　如果训练样本集、量化参数和泛化参数给定, 则

当所有训练样本被学习一次后, f ( j )的值确定, 而且

在以后的循环学习中不再改变 (除非有新的训练样

本加入) , 则矩阵 F 和 D 也就确定, 而且矩阵D 有

一些比较特殊的性质, 可表述为如下定理.

定理 1　信任度关联矩阵D 具有如下性质:

(1) D 是对称矩阵, 所有的元素都是非负实数,

对角线上的元素为 g k , k = 1, 2, ⋯, n.

(2) D 是半正定矩阵.

证明　性质 (1) 可由矩阵D 的定义直接得出.

现证明性质 (2).

任意给定矢量X≠0, 则有二次型

f (X ) = X TD X = X T (A TFA )X =

(AX ) T F (AX ) ≥ 0

所以D 是半正定的. 证毕

式 (5)可以重新表示为

A T FA ∃′= Y (7)

如果让 f ( i) = 1 ( i= 1, 2, ⋯, N ) , 那么 F 就变为单位

矩阵, 即 F = I , 而且这时 g k = g (k = 1, 2, ⋯, n ) , 式

(7)就变为

A TA ∃ = Y (8)

式中: ∃ = [ ∃1, ∃2, ⋯, ∃n ]T; ∃ k = 6
t

∆( t)
k

g
(k = 1, 2,

⋯, n ). 式 (8) 正是W ong 等[6 ]所描述的传统CM A C

算法的线性系统方程. 因此, 传统CM A C 算法可以

看作是CA 2CM A C 算法的一种特殊形式, 此时所有

存储单元的激活次数都为 1, 具有相同的信任度.

CM A C 在学习训练样本时, 一般都采用增量学

习的方式, 即每学习一个样本立即更新权值. 本文也

只讨论CA 2CM A C 在增量学习时的收敛性. 当增量

学习时, 第 i 个样本在第 t 次循环时, 其迭代方程可

以表示为

∃′( t+ 1)
i = ∃′( t)

i +
Β
g i

Y d, i- 6
i- 1

j= 1
d ij ∃′( t+ 1)

j - 6
n

j= i

d ij ∃′( t)
j (9)

定义矩阵

G =

g 1

g 2 　　0
ω

0 g n- 1

g n n×n

矩阵D 可以表示为

D = L + G+ U

其中, L 和U 分别为D 的下三角和上三角部分 (不

包含对角线元素). 式 (9)可采用矩阵表达方式:

　G∃ ′( t+ 1) = G∃ ′( t) + Β[Y- L ∃ ′( t+ 1) -

(G+ U ) ∃ ′( t) ] (10)

即

　　∃ ′( t+ 1) = (G+ ΒL ) - 1 [ (1- Β)G - ΒU ]∃ ′( t) +

Β(G+ ΒL ) - 1Y (11)

式 (11)恰好是式 (5)的松弛迭代法公式. 式中 Β
为松弛因子, 根据线性方程组迭代理论[8, 9 ] , 有如下

引理.

引理 1　线性方程组A x= B 松弛迭代收敛的必

要条件是松弛因子 0< Ξ< 2.

引理 2　若A 为正定矩阵, 当松弛因子 0< Ξ<

2 时, 松弛迭代恒收敛.

因此, 本文得到CA 2CM A C 学习算法的收敛条

件如下:

定理 2　在增量学习时, CA 2CM A C 学习算法

收敛的必要条件是学习速率 0< Β< 2, 特别地, 当D

为正定矩阵时, 0< Β< 2 成为CA 2CM A C 学习算法

收敛的充要条件.

证明　由引理 1 和 2 可直接推出该定理.

由定理 2 可知, CA 2CM A C 与CM A C 增量学习
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时收敛的必要条件完全相同, 而充要条件中, CM A C

中的关联矩阵C 换成了信任度关联矩阵D.

3　仿真结果

为了验证定理 2 并比较 CA 2CM A C 与传统

CM A C 算法的性能, 通过一个二维函数的仿真来求

解二自由度平面机器人臂的逆动力学问题. 令 (x ,

y )表示机器人臂顶端夹手的坐标, 连接角为[10 ]:

Η1 = arctan
y
x

+ arctan
l2 sin Η2

l1 - l2co s Η2

Η2 = arcco s
l2

1 + l2
2 - x 2 - y 2

2l1 l2

(12)

式中: Η1、Η2 分别为两个连接角, 0≤Η1, Η2≤Π; l1、l2 为

臂长. 假设 l1= l2= 10, 0< x , y < 10, x 和 y 的量化参

数均为 0. 5, 只利用CA 2CM A C 对 Η1 进行学习.

如图 1 所示, 当学习速率取不同值时, 训练样本

的均方差 (M SE)随循环次数 ( t)的变化情况. 由图可

见, 当学习速率 Β超出 (0, 2) 范围时, CA 2CM A C 学

习算法不收敛, 这进一步证明了定理 2 的正确性. 同

时, 学习速率太大, 会导致误差振荡, 过小又会降低

收敛速度. 因此, 学习速率动态调整已被证明是改善

一般 CM A C 算法收敛性的有效途径[11 ]. 本文按简

单的规则调整学习参数: 当M SE ( t) < M SE ( t- 1)

时, Β( t) = Β( t- 1) ; 否则, Β( t) = 0. 8Β( t- 1). 初始时

刻 Β(1) = 1. 8.

图 1　CA 2CM A C 增量学习时的收敛性

F ig. 1　T he convergence of CA 2CM A C in

increm ental learn ing

　　如图 2 所示, 当学习速率动态下降时, CA 2
CM A C 的收敛速度明显快于普通CM A C, 当应用在

实时控制领域时, 这种快速收敛速度显得尤其重要.

4　结　语

为减少传统CM A C 算法中的学习干扰现象, 本

文提出了一种基于信任度分配的改进CM A C 算法,

并根据线性方程组迭代理论对该算法的收敛性进行

了分析, 推导了CA 2CM A C 在增量学习时的收敛定

理. 通过对二自由度平面机器人臂的逆动力学问题

的仿真, 验证了定理的正确性, 并比较了CA 2CM A C

与传统 CM A C 的收敛性能. 仿真结果证明, CA 2
CM A C 具有更快的收敛速度, 这对于实时应用的场

合具有特别重要的意义.

图 2　两种算法的误差收敛过程 (g = 8)

F ig. 2　T he convergen t p rocess of the tw o algo rithm s
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表 2　10 个困难算例的计算结果比较

Tab. 2　The results compar ison of ten tough problem s

P rob lem n m BKS H PSO BB GA 3 SA Gen T S2SB GRA SP

ABZ7 20 15 　656 666 668 668 658 666 692

ABZ8 20 15 (645, 669) 681 687 684 670 678 705

ABZ9 20 15 (656, 707) 694 707 702 　— 693 740

LA 21 15 10 1 046 1 047 1 053 1 047 1 047 1 046 1 057

LA 24 15 10 　935 938 935 938 938 938 954

LA 25 15 10 　977 977 977 977 977 979 984

LA 27 20 10 1 235 1 236 1 269 1 236 1 236 1 235 1 269

LA 29 20 10 1 157 1 164 1 195 1 180 1 167 1 168 1 203

LA 38 15 15 1 196 1 208 1 209 1 201 1 201 1 201 1 218

LA 40 15 15 1 222 1 226 1 222 1 228 1 226 1 233 1 244

4　结　语

本文介绍了一种新的基于 PSO 和 SA 的优化

方法, 并将其应用于 Job2shop 调度问题. 通过对标

准算例的计算以及与其他算法的比较可以看出, 这

种新的混合算法具有优越的性能. 此外, 新算法具有

通用性, 可用于许多优化问题, 是求解优化问题的颇

具吸引力的新选择, 将 PSO 应用到其他的混合优化

问题是作者下一步的研究方向.
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