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　　摘 　要 : 通过对振型反问题的研究 , 提出了振型反问题求解的逆摄动方法 , 并给出了相应的逆摄动参数ε

取值方法。同传统的求解方法如罚函数法和变尺度法等相比。该方法还可避免或减少重分析 , 提高计算效率 ,

算例表明 , 这种方法是有效可行的。
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Abstract : This paper defines inverse vibration mode problems , proposes inverse perturbation method to solve them and

shows how to determine the parameterε. Compared to traditional methods such as penalty function and variable2metric methods ,

inverse perturbation method can reduce or even avoid reanalysis time and increase computing efficiency. An example is given to

show that this method is effective and feasible.
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　　机械结构动力优化主要包括 3 方面内容 : (1)

固有频率问题 , 可归结为带频率约束或广义特征值

反问题。 (2) 振型问题 , 可归结为特征向量反问

题。(3) 动力响应振幅 (或称动柔度、动刚度) 问

题 , 可归结为带动力响应约束的动力优化问题或动

力响应振幅反问题。

随着结构动力优化的发展 , 人们开始对具有振

型要求的结构优化问题进行探讨 , 使用的方法主要

为混合罚函数法、变尺度法中的 DFP 法以及约束

变尺度法 CVM 等 , 求解的过程中需要反复进行结

构重分析 , 计算效率不高。为此 , 本文在前期研究

工作的基础上 , 提出了结构动力优化振型反问题求

解的逆摄动方法 , 并给出了相应的逆摄动参数ε取

值方法。

1 　振型反问题的定义

机械结构动力优化反问题是指对原结构的频率

和振型在某些节点上的值提出一些合理的要求 , 要

求能指示出在指定的位置或在允许修改的部位应作

怎样的修改。反问题在问题提得比较合理时 , 解往

往不是唯一的。不过实际机械系统或工程结构往往

只对某些点或某一点的动力响应振型有所限制 , 除

此而外的其他点并不作过多限制 , 这就为进行振型

反问题的求解带来了便利。

考虑线性结构的固有振动问题。设 K 和 M 为

结构刚度矩阵和质量矩阵 , ω为固有频率 , 特征值
λ=ω2。设 Ψ 为振型向量或模态向量 , 则相应的

动力学特征方程为

KΨ =λMΨ (1)

若将刚度矩阵 K和质量矩阵 M 表示为设计变

量 X ( x1 , x2 , ⋯, xm) 的线性函数 , 即

K ( X) = K0 + ∑
m

i = 1
xi Ki (2)

M ( X) = M0 + ∑
m

i = 1
x iMi (3)

式中 　K0、M0 ———初始模型的有限元刚度矩阵和

质量矩阵

Ki 、Mi ———有限元单元参数完全相同的所

有单元组成的单元刚度阵和单

元质量阵 , i = 1 , ⋯, m

X = ( x i , x2 , ⋯, xm) T

振型反问题可以描述为给定振型Ψ 3 = (Ψ 3
1 , ⋯,

Ψ 3
n ) , 求一组设计变量 X( x1 , x2 , ⋯, xm) T , 使

K( X) Ψ =λM ( X) Ψ ,Ψ = Ψ 3 (4)

通常 Ψ 3 可依据设计要求给定或通过测量和计

算得到。

2 　振型反问题求解的逆摄动方法

211 　振型增量公式
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1 个 n 自由度的弹性体系有 n 个固有振型 , 即

主振型。主振型有 1 个重要特性 , 就是关于质量阵

或刚度阵的正交性 , 即

φT
i Mφj = 0 ; φT

i Kφj = 0 (5)

正交关系是特征向量必须满足的条件。同时 ,

如果 Ψj 与 M 阵之间具有以下关系 , 即

ΨT
j MΨj =

1

M
≈

jj

φT
j Mφj =

1

M
≈

jj

M
≈

jj = 1 (6)

ΨT
j KΨj =

1

M
≈

jj

φT
j Kφj =

1

M
≈

jj

K
≈

jj =λj (7)

则称其为关于 M 阵规一化的振型或 M - 规一

振型 , 也称正则振型。这里 K = φT Kφ 和 M =

φTMφ分别称为模态刚度阵和模态质量阵 , 都是对

角阵。灵敏度分析可以找出结构修改的部位和内

容 , 设振型的灵敏度5Ψj/ 5 x i 是Ψj = ( j = 1 , 2 ⋯,

n) 的线性组合 , xi 是设计变量。令

5Ψj

5 xi
= Ψγ (8)

式中 　γ———线性组合系数向量

5Ψj

5 x i
= ∑

n

l = 1
γlΨl (9)

则由式 (1) 可得到振型对结构参数的偏导 , 即

　　

5Ψj

5 xi
= ∑

n

l = 1
γlΨl

γl = ΨT
l

5 K
5 xi

- λj
5 M
5 x i

Ψj / (λj - λl)

　　　　　　　( l = 1 ,2 , ⋯, n ; l ≠j)

γl = -
1
2
ΨT

j
5 M
5 x i

Ψj 　　( l = j)

(10)

将式 (10) 改写成差分形式 , 即振型增量公式

ΔΨj =

∑
n

l = 1
l ≠j

(ΨT
0 lΔKΨ0 j - λ0 jΨ

T
0 lΔMΨ0 j) Ψ0 l

λ0 j - λ0 l

-
1
2

(ΨT
0 jΔMΨ0 j) Ψ0 j 　 ( l = j)

(11)

其中 , 振型增量ΔΨj 为给定许用振型分量值

Ψ 3
j 与结构响应振型分量值Ψj (均指规一化后的正

则模态) 之差 , 即

ΔΨj = Ψ 3
j - Ψj (12)

212 　振型反问题逆摄动求解

设 k 为迭代次数 , 并设在第 k + 1 次迭代时 ,

设计变量 xi ( i = 1 , 2 , ⋯, n。n 为设计变量个

数) 的逆摄动参数为ε( k + 1)
i ) , 则有

x
( k + 1)
i = (1 +ε( k + 1)

i )·x
( k)
i = x

( k)
i +ε( k + 1)

i ·x
( k)
i (13)

令 K( xk
i ) = Kk , M ( xk

i ) = Mk ,则有

　　　ΔK( k + 1) = K( x
( k + 1)
i ) - K( x

( k)
i )

= K( x
( k)
i +ε( k + 1)

i x
( k)
i ) - K( x

( k)
i )

(14)

　　　ΔM ( k + 1) = M ( x
( k + 1)
i ) - M ( x

( k)
i )

= M ( x
( k)
i +ε( k + 1)

i x
( k)
i ) - K( x

( k)
i )

(15)

用式 (11) 、式 (12) 、式 (13) 、式 (14) 和式 (15) 求逆摄

动参数ε( k + 1)
i 值 ,进而通过式 (13) 求得新的设计变

量 ,依此迭代求解 ,可获得原问题的解。但上述方程

组是含ε( k + 1)
i 的非线性方程组 , 求解过程非常繁

琐 ,难以达到实用化。再将式 (14) 和式 (15) 变换为

ΔK( k + 1) = f Kε(ε( k + 1)
i ) ·K( xk

i ) (16)

ΔM ( k + 1) = fMε(ε( k + 1)
i ) ·M ( xk

i ) (17)

式中 　K( xk
i ) ———不依赖于逆摄动参数ε( k + 1)

i 的结

构刚度阵

M ( xk
i ) ———不依赖于逆摄动参数ε( k + 1)

i 的

结构质量阵

f Kε、fMε———函数符号

将设计变量的逆摄动参数ε( k + 1)
i 分离于原刚

度阵和质量阵之外 ,则可以将其隐函数关系 ,即上式

的左端项变为逆摄动参数ε( k + 1)
i 与某种特定形式

的结构刚度阵 K ( xk
i ) 、结构质量阵 M ( xk

i ) (简记为

Kk , Mk) 的乘积关系 ———显函数表达式 ,以免重新组

集刚度阵与质量阵。再进一步简化 , 略去 f Kε

(ε( k + 1)
i ) 和 fMε(ε( k + 1)

i ) 中逆摄动参数ε( k + 1)
i 的高次

项 ,则可将其非线性方程组简化为线性方程组 ,从而

简化了迭代求解的过程。

上述振型反问题的逆摄动参数ε( k + 1) 值 (设计

变量 X) 是通过已知振型增量逆求得到的 ,因此可称

其为振型反问题求解的逆摄动方法。

3 　逆摄动参数ε( k + 1) 的取值方法

根据有限元模型刚度阵和质量阵的分解特性 ,

可以将逆摄动参数ε( k + 1)从原刚度阵和质量阵中分

离出来 ,形成显式表达式 ,避免重新组合刚度阵和质

量阵 ,为逆摄动参数的求解带来极大的方便。假设

所有类型的设计变量或同一类型设计变量的不同分

量均取同一值 ,由式 (10) 、式 (11) 可给出逆摄动参数

的解析计算公式
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　　ε( k + 1) =
ΔΨ( k + 1)

j

∑
n

l = 1
l ≠j

ΨT ( k)
l ∑

3

i = 1
K( k)

i Ψ( k)
j - λ( k)

j ΨT ( k)
l ∑

3

i = 1
M ( k)

i Ψ( k)
j Ψ( k)

l

λ( k)
j - λ( k)

l
-

1
2

ΨT( k)
j ∑

3

i = 1
l = j

M ( k)
i Ψ( k)

j Ψ( k)
j

(18)

式中 　ΔΨ( k + 1)
j ———第 j 阶振型的增量

Ψ( k)
j ———第 j 阶振型

λ( k)
j ———第 j 阶特征值

Ki 、Mi ———不依赖于摄动参数的结构刚度

阵和质量阵 , i = 1 , 2 , 3

采用对所有摄动设计变量取同一逆摄动参数值

的方法 , 尽管避免了反问题求解的不定性 , 简化了

计算 , 但却不一定能满足实际工程的要求。因而在

实际工程问题中 , 尚需对此逆摄动参数进行处理 ,

以解决不同设计变量 x i 取不同逆摄动参数值的问

题。由于振型对设计变量灵敏度的大小 , 表明了设

计变量的改变对振型改变的影响程度 , 所以可根据

振型对设计变量 xj 的灵敏度值对ε( k + 1)进行调整分

配 , 来获取ε( k + 1)
i 。给出如下求取各设计变量 xi

对应逆摄动参数值的计算公式

ε( k + 1)
i =β( k + 1)

i ε( k + 1) (19)

式中 　β( k + 1)
i ———修正系数

　　　β( k + 1)
i =

| Ψ′
ji|

1
n
∑
n

i = 1
| Ψ′

ji|
(20)

　　　Ψ′
ji ———j 阶特征值对第 i 个设计变量的灵敏

度

　　　Ψ′
ji =

5Ψj

5 x
(21)

式 (21) 中β( k + 1)
i 只取正值 , 只起到放大或

缩小的修正作用 , 是 1 个针对平均敏度值作归一化

后得到的比例系数。

若考虑设计变量的边界约束 , 则可按下式选取

修正系数β( k + 1)
i 的值 , 即

β( k + 1)
j = min β( k + 1)

i ,
ximax - x

( k)
i

x
( k)
i ·ε( k + 1)

imax
　当ε( k + 1)

imax > 0 时

β( k + 1)
i = 0 　　　　　　　　　　　当ε( k + 1)

imax = 0 时

β( k + 1)
j = min β( k + 1)

i ,
ximin - x

( k)
i

x
( k)
i ·ε( k + 1)

imax
　当ε( k + 1)

imax < 0 时

(22)

4 　算例

已知模型中有 5 个梁单元。每一单元的长度为

200 mm ,弹性模量 E = 210684 ×105 MPa ,泊松比υ=

013 ,密度ρ= 783314 kg/ m3。并设各单元初始截面

积为 b ×h = 100 mm ×50 mm ,取单元截面厚度 h 为

设计变量 X ( b 为单元截面宽度) 。现只考虑第 3 阶

振型 ,并使其按 Ψ11 ,3项进行规一化 (第 3 阶振型节

点 6 处的横向位移值为 1) 。要求节点 2 处的横向位

移 Ψ3 ,3由初始结构对应的 016048 改为 015175 , 其

他振型与频率不加限制 , 分析后得到初始结构的特

征值和第 3 阶振型如表 1、表 2。

　　表 1 　悬臂梁初始结构的各阶特征值 107 rad2/ s2

阶数 1 2 3 4 5

特征值 010068 012673 211091 812307 2216737
阶 　数 6 7 8 9 10
特征值 6215757 13318447 28114942 56810650 122912908

　　利用文中提供的逆摄动方法进行求解 , 迭代求

解过程如表 3、图 1 所示 , 最终计算结果见图 2 ,

表 4 给出了本文结果同文献 [12 ] 结果的对比。该

方法只需 4 次迭代计算即可获得问题的解 , 且结果

要优于文献 [12 ] 用数学规划法求解获得的结果。

另外 , 用有限元分析软件 MSC/ MASTRAN 的计算结

果也验证了本文结果的正确性。

由此可见 , 逆摄动法在解决振型反问题时不仅

迭代次数较少 , 而且一般除计算开始和最后验证需

有限元分析外 , 其他迭代都不需要重分析。

图 1 　悬臂梁第 3 阶振型在节点 2 处的

横向位移 Ψ3 ,3随迭代过程的变化

图 2 　悬臂梁的第 3 阶振型

1. 修改前的Ψ3 ,3 　2. 修改后的Ψ3 ,3
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表 2 　悬臂梁初始结构的第 3 阶振型 (Ψ1 ,3 = Ψ2 ,3 = 0)

节 　点 2 3 4 5 6

方 　向 Ψ3 ,3 Ψ4 ,3 Ψ5 ,3 Ψ6 ,3 Ψ7 ,3 Ψ8 ,3 Ψ9 ,3 Ψ10 ,3 Ψ11 ,3 Ψ12 ,3

幅 　值 016048 010031 015267 - 010041 - 014736 - 010038 - 013957 010047 110000 010079

表 3 　第 3 阶振型节点 2 处横向位移满足指定值的迭代过程

迭代

次数 k
x1/ mm x2/ mm x3/ mm x4/ mm x5/ mm Ψ3 ,3 重分析否

1 5516090 5413804 4917955 4919666 4817833 015432 Y

2 5712593 5610309 4912809 4611823 4814067 015223 N

3 5715735 5613635 4911574 4610359 4813340 015175 N

4 5716137 5614064 4911410 4610172 4813247 015175 Y

表 4 　计算结果对比

　 x1/ mm x2/ mm x3/ mm x4/ mm x5/ mm Ψ3 ,3

本文结果

文献 [12 ]

MSC/ NASTRAN

5716137

6711650

5716137

5614064

5514250

5614064

4911410

5117900

4911410

4610172

4816500

4610172

4813247

4816450

4813247

015175

014826

015175

5 　小 　结

以平面弯曲振动的悬臂梁为例 , 对振型反问题

进行了逆摄动求解。算例表明 , 逆摄动方法用于振

型反问题的求解是有效的 , 可以显著减少重分析的

次数。通过给出逆摄动参数ε的解析计算公式 , 既

获得了ε的取值方法 , 也避免了对刚度矩阵的重新

组集 , 提高了计算效率。但振型是一列向量 , 因而

求解时必须针对这一特点 , 找出所有与节点位移相

关的子项。
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