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轮式移动机器人WM R的运动分析
α
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摘　要: 研究了轮式移动机器人 (WM R )的运动问题,分析了一种理想滚动情况下航向角控制的差动运动模

型. 通过算例证明该方法简单实用,在轮式移动机器人的路径规划与定位控制中有一定的参考价值.
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　Abstract: T h is paper studies the p rob lem of modeling on the k inem atics fo r w heeled mobile robo ts (WM R ) , and

analyses a differen tia l2steering k inem atics model in the case of the ideal ro lling in o rder to fu lfil a steering angle con2
t ro l. T he examp les p rove that th is m ethod is very simp le and p ractical. It a lso show s the reference value in the path

p lann ing and po sit ion ing app licat ions.
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1　引言 ( In troduction )

众所周知, 关于轮式移动载体的运动学工程近

似方法的一些研究在很大程度上只是针对一般的车

辆[1～ 5 ]. 随着计算机与传感器技术的发展,W h itaker

( 1962)、L ew is、Bejezy (1973)、Giralt (1979)、Iijim a

(1981)、H elm ers (1983)、John son (1984)、M o ravec

(1986)和W ilfong (1988)等许多学者都对轮式移动

机器人 (WM R )的运动机构进行了研究. 1987 年,

N u ir 和N eum a [7 ]提出了一种研究WM R 运动学问题

的方法: 先对每个轮子的运动建模,再合并这些信息

去描述整个WM R 的运动. 直到 1989 年A lexande

与M addock s[6, 8 ]才在原来的基础上, 对WM R 的运

动学问题进行了较详尽的阐述. 本文通过对WM R

运动的研究,分析了一种差动控制模型,从而为服务

机器人的路径规划和定位控制提供了理论依据.

2　WM R 的运动分析 (M ovem en t ana lysis of

WM R) [6～ 8 ]

研究WM R 运动学的目的之一是通过改变轮子

的运动速度或方向使其进行姿态调整.

2. 1　符号与定义

假定研究对象是有一个固定轴和几个转动轴的

轮式移动机器人 (WM R )刚体,其运动是低速情况下

水平匀速滚动, 且携带一个小车参考坐标系,该坐标

系上的坐标表示为B
x = (x b, y b) , 二维空间参考坐标

系上的坐标表示为R
x = (x , y ). R

x 是一个时变函

数, B
x 可通过观察得到. 轮子理想化为一个半径为R

的薄圆盘,它可以围绕通过中心的轴线旋转. 我们定

义WM R 每个轮子轴线的转动点为受限点, 定义在

受限点速度的方向为受限方向.

于是WM R 刚体的性质可如下表达
R x i ( t)′- R x j ( t)′= B x i ( t)′- B x j ( t)′= 0

( i, j = 1,⋯,m ) (1)

　　引入受限点速度 v i ( t) = R
v i ( t) = R

x i ( t)′,则上式
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可被重写为如下

(x i ( t) - x j ( t) ) (v i ( t) - v j ( t) ) = 0

( i, j , = 1,⋯,m ) (2)

　　设 Αij表示 x b与 x ix j 两点连线之间的夹角,则有

ûv iû sin (B Ηi - Αij ) - ûv j û sin (B Ηj - Αij ) = 0 (3)

　　 (2)式说明WM R 作为一个平面刚体其瞬间运

动是关于某一瞬间转动中心 ( ICR )的纯转动或纯滚

动. 设WM R 的轮子角速度 Ξi 是三维向量,其二维水

平分量为 a i,模为 Θi. a i 关于WM R 上的参考方向 x b

及关于三维空间的参考方向 x 的夹角分别为B Ηi 和R Ηi

(逆时针为正方向, B Ηi
R Ηi∈ [ - Π, Π]). 设 Η是 x b 与 x

之间的夹角. 定义轮子驾驶角速度为B Ξi = B Η′i, 定义
WM R 关于空间参考坐标系的角速度 8 为 Η( t)′. 于

是
R Ηi ( t) = Η( t) + B Ηi ( t) (4)

　　对上式求导有
R Ξi ( t) = 8 ( t) + B Ξi ( t) (5)

2. 2　滚动的一致性条件

滚动时受限点速度 v i 和向量 a i 成 Πö2角且ûv iû
= 2ΠR iû a iû = 2ΠR iΘi. 引入单位垂直向量 k ,则向量 a i

与 v i 在三维空间中满足 v i= 2ΠR ia i×k. 如瞬间平移

(8 = 0, a i= a j ) ,向量 a i 必与平移路径垂直. 如WM R

以角速度 8 (8≠0)旋转,瞬间转动中心 ( ICR )位于

x i + 2ΠR ia i8 - 1 (6)

　　为了简化且不失一般性, 令 R i 等于 1ö2Π, 代表

向量 v i 的换算系数 (实际应用中,下文所有的Θi 都要

乘以 2ΠR i,才表示线速度 v i). 从上式得知任何两个

轮子 i和 j 必然满足以下滚动的一致性条件:

8 (x i - x j ) = a j - a i (7)

　　可见一旦 x i、x j 和 a i、a j 给定, 8 也相应确定了
(x i≠x j )

8 = (a j - a i) ö(x i - x j ) =

- ûx i - x j û - 2 (a i - a j ) (x i - x j ) (8)

2. 3　带驾驶轮的WM R刚体运动学建模

根据小车参考坐标系 (V RCS)中的向量 a i 与受

限点 x i, 可以给出WM R 在二维空间参考坐标系

(SRCS)中的状态方程.

由于R
x′i= v i,且 v i 可以用 Θi、B Ηi 和 Η表示,则状

态方程为
R x′i = Θi (sin (B Ηi + Η) , - co s (B Ηi + Η) ) (9)

Η′= - x - 1
ij [Θico s (B Ηi - Αij ) - Θico s (B Ηj - Αij ) ]

(10)

　　其中 x ij表示B
x i

B
x j 之间的距离. 可见,如果知道

一系列初始条件,就可以决定WM R 的位置与方向.

如 Η和 Θi 是时变函数,则上式是参数耦合的超越方

程. 另外, R
x j 也可以由下式得到

R x j = R x i + x ij (co s (Αij + Η) ,

sin (Αij + Η) )

求导,有
R x′j = R x′i + x ij Η′(- sin (Αij + Η) ,

co s (Αij + Η) ) (11)

于是反运动学方程为

Θj = (Θ2
i + (x ij Η′) 2 - 2Θix ij Η′co s (B Ηi - Αij ) ) 1ö2

(12a)

tan - 1 (
Θi sinΒi - x ij Η′sin (Αij + Η)
Θico sΒi - x ij Η′co s (Αij + Η)

) (12b)

其中B Ηi= Βi- Η. 上式没有引入微分方程就得到了参

数 Θi 和B Ηi 的表达式. 但其中各种三角函数关系仍然

很繁琐.

2. 4　WM R航向角与转速控制的算例

WM R 运动学中最简单实际的问题之一是机器

人的姿态调整问题. 以配有两个速度与航向角均可

控的三轮车为例 (另一个轮子是随动轮). 要求选一

简单轨迹使R
x 1 在单位时间内匀速地沿 y = x 从点

(0, 0)运动到点 (h , h ) ,同时改变WM R 的航向角从 Η
(0) = Η0 到 Η(1) = Η1. 于是构造

R x 1 = (0, 0) + t (h , h ) , Η( t) = Η0 (1 - t) + tΗ1

(13)

　　由于 Θ1 = ûR
x′1 û = 2 h , B Η1 = Β1 - Η( t) = - Η

( t) ,从 (12)式得另一个轮子的参数为

Θ2 = (2h 2 + (x 12 (Η1 - Η0) ) 2 -

2 2 hx 12 (Η1 - Η0) co s (Α12 + Η( t) ) ) 1ö2

B Η2 = - Η( t) - tan - 1

(
x 12 (Η1 - Η0) sin (Α12 + Η( t) )

2 h - x 12 (Η1 - Η0) co s (Α12 + Η( t) )
)

　　其中, x 12与 Α12的意义同上. 如上式不满足则有

滑动发生.

3　WM R 差动运动模型 (WM R d ifferen tia l

m ovem en t m odel)

3. 1　建模

上面给出了航向角B Ηi 与转速 Θi 的表达式,为有

驾驶轮的WM R 控制提供了一种方法. 分析发现上

述方法不但繁琐而且使机构复杂化、开发成本高. 那

么能否仅利用轮子的差速实现航向角的控制呢?

如图 1所示,WM R 的轮子 1、2分别被两个电机
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驱动且与 x b轴平行,轮子 3是随动轮. 差动状态如图

2所示.

则 x′i= Θico s (Η) , y′i= Θi sin (Η). 又R
x i= (x i, y i) ,

ûR
x′iû= Θi, ( i= 1, 2).

所以有

Η′= (Θ2 - Θ1) öx 12 (14)

　　由上式得

Θ2 = Θ2
1 + x 2

12 (Η′) 2 (15)

此反运动学方程显然简单得多.

图 1　WM R 的轮式结构

F ig. 1　T he w heeled configurat ion of the WM R

图 2　差动状态

F ig. 2　D ifferen tia l2steering sta te

　　

3. 2　差动控制算例

以一个三轮WM R 为例 (两个轮子的速度可控,

另一个是随动轮). 轨迹起点终点的要求同上例, 则

也有方程 (12). 又

Θ1 = ûR x′1û = 2 h (16a)

Θ2 = Θ2
1 + x 2

12 (Η′) 2 =

2h 2 + x 2
12 (Η1 - Η0) 2 (16b)

　　这个例子给出WM R 右转的情况, 同理可以给

出左转、左后转与右后转的情况.

可见, 对于给定了起点与终点构造了一定轨迹

的WM R ,只要按上述方法求出 Θ1 与 Θ2,分别对两个

电机的速度使用 P ID 闭环调节,即可通过差速实现

航向角的控制. 实践证明该模型对WM R 的姿态调

整非常实用.

5　结论 (Conclusion )

本文分析了一种理想情况下WM R 差动运动学

模型, 通过控制两个轮子的速度差实现了航向角的

控制, 从而为WM R 的路径规划及姿态调整提供了

一种解决方法. 实际上由于加工工艺及载重的影响,

x 12 与 R 的给定尺寸常常有偏差, 同时路况的影响

及速度的变化使橡胶轮半径R 也是一个时变函数.

因此我们将另行讨论差动运动学模型的补偿问题.
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